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Einleitung 
Es sei Rein Ring mit den Elementen a, b, '" und M die Menge der 
Endomorphismen der additiven Gruppe R+ von R. Die Elemente von M 
bezeichnen wir mit IX, f3, .... Das Bild des Elementes a von R bei dem 
Endomorphismus IX bezeichnen wir mit IXa. IX als Abbildung betrachtet 
wird a -l>- IXa (a E R) geschrieben. In der Menge M definieren wir zuerst 
die Summe IX + f3 und das Produkt IXf3 der Endomorphismen IX und f3 
folgendermaszen: a -l>- (IX+ (3)a = IXa+ f3a und a -l>- (IXf3)a= IX(f3a), (a E R). 
Mit diesen Operationen bildet die Menge M bekanntlich einen Ring E(R+). 
Der Ring E(R+) ist der Endomorphismenring der additiven Gruppe R+ 
von R. Dann nehmen wir wieder die Menge M und definieren einen zweiten 
Ring auf M. Die Summe IX+f3 der Endomorphismen IX und f3 von M 
definieren wir wieder a -l>- (IX + (3)a = IXa + f3a, wahrend wir das Produkt 
IX 0 f3 jetzt folgendermaszen definieren: a -l>- (IX 0 (3)a = f3( IXa). Mit diesen 
Operationen bildet die Menge Meinen Ring EO(R+). Wir bezeichnen die 
Elemente von M, als Elemente von E(R+) betrachtet, mit IXl, f3l' ... ; als 
Elemente von EO(R+) betrachtet, werden sie durch IX2, f32' ... bezeichnet. 
Dabei hat man zu beachten, dasz die Ringe E(R+) und EO(R+) zwar aus 
denselben Elementen bestehen, d.h. auf der Menge Mailer Endomorphis-
men von R+ beruhen, die Bezeichnung IXl, IX2 aber nicht bedeutet, dasz 
die beiden Endomorphismen IXl und IX2 von R+ gleich sein mussen. Man 
kann z.B. fur IXl den Nuilendomorphismus wahlen, d.h. IXla=O fur aIle 
a E R+, und fur IX2 die identische Abbildung, d.h. IX2a=a fur aIle a E R+. 
Eine eineindeutige Abbildung {} eines Ringes S auf einen Ring T wird 
ein Anti-Isomorphismus genannt wenn fur aile a, b E S gilt: {}(a+b) = 
={}a+{}b und {}(ab) = ({}b)({}a). Gemasz dieser Definition ist EO(R+) anti-
isomorph mit E(R+). Nach REDEl [2] nennen wir EO(R+) den zu E(R+) 
entgegengesetzten Ring. 
Wir betrachtennun den Ring E2(R+)=E(R+) EB EO(R+) (direkteSumme). 
Die Elemente von E 2(R+) sind also Paare von Endomorphismen von R+. 
Wir nennen die Elemente IX= (IXl' IX2), IXl E E(R+), IX2 E EO(R+), von E2(R+) 
Doppelendomorphismen von R+. Ein Doppelendomorphismus IX = (IXl' IX2) 
von R+ heiszt ein Doppelhomothetismus von R, wenn die folgenden Be-
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dingungen erfiillt sind: 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
cq(ab) = (iXla)b fUr aile a, b E R. 
iX2(ab)=a(iX2b) fur aile a, b ER. 
(iX2a)b=a(iXlb) fur aIle a, b E R. 
iX2(iXla) = iXI(iX2a) fUr aIle a E R. 
Man nennt die Doppelhomothetismen iX = (iXI, iX2) und {3 = (flt, (32) von R 
befreundet, wenn zugleich gilt (32(iXla) = iXI({32a) und iX2({3la) = (31(iX2a) fur 
aIle a E R. 
Wir bezeichnen die Eigenschaft, dasz iX und {3 befreundete Doppel-
homothetismen von R sind, mit iX "" {3. Diese Eigenschaft "" ist sym-
metrisch und wegen (4) reflexiv. 1m allgemeinen ist die Relation"" nicht 
transitiv, d.h. aus iX "" {3, {3 "" y braucht nicht notwendig iX "" Y zu folgen. 
Aus iX "" {3 folgt sofort, dasz auch iX + {3 und iX{3 Doppelhomothetismen 
sind, und dasz die Doppelhomothetismen iX, (3, iX+{3 und iX{3 paarweise 
befreundet sind. Durch Produkt- und Summenbildung von paarweise 
befreundeten Doppelhomothetismen entsteht also wieder eine Menge von 
paarweise befreundeten Doppelhomothetismen. Unter einem Ring T von 
befreundeten Doppelhomothetismen von R verstehen wir einen Ring von 
paarweise befreundeten Doppelhomothetismen von R. Es ist klar, dasz 
jeder Ring T von befreundeten Doppelhomothetismen von Rein Unter-
ring von E 2(R+) ist. Nach REDEl [2] liegt jede Menge (also insbesondere 
jeder Ring) befreundeter Doppelhomothetismen von R in einem maximalen 
Ring D dieser Art. Es sei nun D ein solcher maximaler Ring befreundeter 
Doppelhomothetismen von R. Wir bilden die Menge aller Paare (iX, a), 
iX ED, a E R, und definieren die Summe und das Produkt der Paare (iX, a) 
und ({3, b) folgendermaszen: (iX, a) + ({3, b) = (iX+{3, a+b), (iX, a) ({3, b)= 
= (iX{3, (32a + iXlb + ab). Bezuglich diese Operationen bildet die Menge der 
Paare (iX, a) einen Ring P (R, D). Es ist P (R, D) eine (sogenannte faktoren-
freie Everettsche) Erweiterung von R durch D, d.h. P entha.lt das Ideal 
R und PIR r-.J D (siehe z.B. REDEl [2]). Es sind P (R, D) die verschiedenen 
Holomorphe von R, und die Einzigkeit des Holomorphs von R Hiuft auf 
die Existenz nur eines maximalen Ringes befreundeter Doppelhomothe-
tismen hinaus. 
Zunachst ist jede der folgenden drei Bedingungen hinreichend fur die 
Einzigkeit des Holomorphs eines Ringes R: 
I) R hat ein Einselement (REDEl [3]). 
II) R=R2, wobei mit R2 das von allen Produkten von Elementen 
aus R erzeugte Ideal in R bezeichnet wird (VAN LEEUWEN [1]). 
III) R ist nullteilerfrei (VAN LEEUWEN [1], im kommutativen Fall 
bereits SZENDREl [5]). 
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In weiterer Verscharfung haben WEINERT und EILHAUER [6] die Ein-
zigkeit des Holomorphs von R bewiesen unter der Bedingung: 
IV) Fur den Annullator n von R gilt n=(O). 
Es ist klar, dasz ein Ring R mit Einselement den Annulator n = (0) 
hat, und ebenso dasz ein Ring R, der nullteilerfrei ist, ebenfalls den 
Annullator n= (0) hat. Damit R nur einen Holomorph besitze, reicht 
darum die Bedingung II oder die Bedingung IV hin. Zum Schlusz gibt 
es noch eine hinreichende Bedingung V: 
V) Del' Endomorphismenring E(R+) von R+ ist kommutativ. 
1. Endliche Ringe 
Unter einem p-Ring verstehen wir einen Ring, dessen additive Gruppe 
eine p-Gruppe ist, (p Primzahl). 
Es sei Rein endlicher Ring der Ordnung n und n = PI'''! P2"'2 ... pm "'m die 
Primzahlzerlegung von n. Es ist bekannt, dasz sich R in eine direkte 
Summe R = RI EB R2 + ... EB Rm von eindeutig bestimmten endlichen p-
Ringen RI, R2, ... , Rm zerlegen laszt, die zu den verschiedenen Primzahlen 
PI, P2, ... , pm gehoren und die einander annullieren. Die RI, R2, ... , Rm 
entstehen einfach so, dasz man in der additiven Gruppe R+ von R die 
Menge aIler Elemente betrachtet, deren Ordnungen in R+ Potenzen eines 
festen Primfaktors der Ordnung n von R+ sind. Die Ordnung von Ri ist 
dann pti (i = 1, ... , m). Durch diesen Satz wird das Problem der Struktur 
der endlichen Ringe auf das fur endliche p-Ringe zuruckgefuhrt. 
Satz 1. Ein endlicher Ring R mit obiger Zerlegung R=RI EB R2+ 
+ ... EB Rm in endliche p-Ringe R I , ... , Rm hat dann und nur dann einen 
Holomorph, wenn jeder der Ringe R b ... , Rm einen Holomorph hat. 
Auszerdem ist dann del' Holomorph von R die direkte Summe del' Holo-
morphe der Ri (i= 1, ... , m). 
Beweis. Es ist bekannt, dasz der Endomorphismenring E(R+) der 
additiven Gruppe R+ von R die direkte Summe der Endomorphismenringe 
E(Ri+) der additiven Gruppen Ri+ von Ri ist. Wir konnen also fur jeden 
Endomorphismus Xl E E(R+) schreiben Xl = XU + ... + Xlm, wo Xli E E(Ri+) 
(i= 1, ... , m), und die Xli sind durch Xl eindeutig bestimmt. Ebenso hat 
man fur EO(R+) die direkte Zerlegung EO(R+) = EO(RI +) EB ... EB EO(Rm +) 
und fur X2 E EO(R+) schreiben wir X2 = X21 + ... + X2m, WO XU E EO(Ri+) 
(i= 1, ... , m). Setzen wir voraus, dasz (Xl, X2) ein Doppelhomothetismus 
von R ist, dann sind die induzierten Doppelendomorphismen (Xli, Xu) von 
Ri+ Doppelhomothetismen von Ri (i = 1, ... , m). Umgekehrt ist es auch 
klar, dasz der Doppelendomorphismus (1jJI, 1jJ2) von R+ mit 1jJ1 = 1jJU + ... + 
+1jJlm, 1jJ2=1jJ21 + ... +1jJ2m (1jJli E E(Ri+), 1jJ2i E EO(Ri+), i= 1, ... , m) ein 
Doppelhomothetismus von R ist, wenn die Doppelendomorphismen 
(1jJli,1jJ2i) von Ri+ Doppelhomothetismen von Ri sind (i= 1, ... , m). 
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Um den Satz zu beweisen, nehmen wir zuerst an, dasz jeder der Ringe 
Ri (i= 1, ... , m) einen Holomorph hat. Dann betrachten wir zwei beliebige 
Doppelhomothetismen lX = (lXI, lX2) und 13 = (131, (32) von R. Es sei lXI = lXlI + 
+ ... + lXlm, lX2 = lX21 + ... + lX2m, 131 = f3lI + ... + 131m, 132 = 1321 + ... + 132m mit 
lXIi, (3li E E(Ri+), lX2i, (32i E EO(Ri+), i= 1, ... , m. Nach dem Obigen sind die 
Doppelendomorphismen (lXli' lX2i) und ({3li, (32i) von Ri+ Doppelhomothe-
tismen von Ri (i = 1, ... , m). Wegen der Einzigkeit des Holomorphs von 
Ri sind die Doppelhomothetismen (lXli' lX2i) und ({3li, (32i) befreundet. Sei 
nun r=rl + ... +rm (ri E R i) ein beliebiges Element von R. Dann hat man 
(32(lXlr) = (32( lXllrl + ... + lXlmrm) = (321( lXllrl) + (322( lXI2r2) + ... + (32m(lXlmrm) = lXll 
((32Irl) + lXI2({322r2) + ... + lXlm({32mrm) = lXI({32Irl + ... + (32mrm) = lXI({32r) und 
ebenso lX2({3lr) = (31(lX2r). Also sind lX und 13 befreundet, und R hat einen 
Holomorph. Umgekehrt nehmen wir an, dasz R einen Holomorph hat. 
Wir betrachten zwei beliebige Doppelhomothetismen (lXli' lX2i) und (f3li, f32i) 
von R i. Wir definieren die Endomorphismen lXI, f31 E E(R+) durch lXI ri = 
= lXliri fur aile ri E R i+, lXI rj= 0 fur aIle rj E R j+, j = 1, ... , m, j =l=i, und 
{3lri=f3liri fUr alle riERi+,{3lrj=O fur aIle rjERj+'j=l, ... ,m,j=l=i. 
Ebenso definieren wir die Endomorphismen lX2, (32 E EO(R+) durch lX2 ri = 
=lX2iri fur aIle riERi+,lX2rJ=O fur aIle rjERj+,j=l, ... ,m,j=l=i, und 
132 ri = {32iri fur aIle ri E Ri+' {32rj = 0 fur aIle rj E R j+, j = 1, ... , m, j =1= i. Da 
(lXli' lX2i) ein Doppelhomothetismus von Ri ist und lXI = lXli, lX2 = lX2i ist der 
Doppelendomorphismus (lXI, lX2) von R+ ein Doppelhomothetismus von R. 
Auch ({3I, (32) ist ein Doppelhomothetismus von R. Da R einen Holomorph 
hat, gilt (32(lXlr) = lXI({32r) und lX2({3lr) = (31(lX2r) fur aIle r E R. Man hat nun 
(32(lXlr) = f32{lXI(rl + ... +rm)} = (32(lXlrt) = (32(lXliri) = (32i(lXliri) und lXI({32r) = 
lXI {(32(rl + ... + rm)} = lXI({32ri) = lXI({32iri) = lXli({32iri), woraus man (32i(lXliri) = 
= lXli({32iri) fiir aIle ri E Ri erhiilt. Ebenso folgt aus lX2({3lr) = (31(lX2r) fur 
aIle r E R, dasz lX2i({3liri) = (3li(lX2iri) fur aIle ri E Ri ist. Also sind (lXli' lX2i) 
und ({3li, f32i) als Doppelhomothetismen von Ri befreundet und Ri hat 
einen Holomorph. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. 
Um die zweite Behauptung zu beweisen setzen wir die Einzigkeit des 
Holomorphs von R voraus. Es sei D bzw. Di der maximale Ring von 
befreundeten Doppelhomothetismen von R bzw. Ri (i= 1, ... , m). Die 
Elemente des Holomorphs P(R, D) von R sind die Paare (lX, a),lX ED, 
a E R, fur die die Summe und das Produkt definiert sind durch (lX, a) + 
+({3, b) = (lX+{3, a+b), (lX, a)(f3, b) = (lX{3, (32a+lXlb+ab) mit lX = (lXI, lX2), 
{3 = ({3I, (32). 1st lX= (lXII, lX21) ein beliebiger Doppelhomothetismus von R und 
lXII = £XU + lXl2 + ... + lXlm in E(R+), £X21 = lX21 + lX22 + ... + lX2m in EO(R+), dann 
ist lXt= (lXli' lX2i) ein Doppelhomothetismus in Ri (i= 1, ... , m), und jeden 
Doppelhomothetismus von Ri kann man in dieser Weise erhalten. Der 
Doppelhomothetismus £x = (lXI1, lX21) von R ist eindeutig als Summe von 
Doppelhomothetismen von Ri darstellbar: lX = lXI + ... + lXm mit lXi E Di. 
Die Elemente des Holomorphs Pi(Ri, Di) von Ri sind die Paare (lXi, ai), 
lXi E Di, ai E R i. Da jeder Doppelhomothetismus lXi E Di auch ein Doppel-
homothetismus von R ist, folgt dasz die Pi(Ri, Di) Unterringe von P(R, D) 
41 Series A 
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sind. Aus der eindeutigen Darstellung der Doppelhomothetismen von R 
als Summe von Doppelhomothetismen von Ri folgt nun auch, dasz jedes 
Element (IX, a) E P(R, D) eindeutig in der Form (IX, a) = (lXI, al) + ... + 
+ (IXm, am) darstellbar ist. Dabei sind die lXi die von IX induzierten Doppel-
homothetismen von Ri und a=al + ... +am (i= 1, ... , m). Man hat auch 
Pi(Ri, Di) Pj(Rj, D j) = 0 ftir i ¥= j. Denn fur (lXi, ai) E Pi(Ri, Di), ({3j, bj) E 
EPj(Rj, D j) gilt (lXi; ai) ({3j, bj)=(lXi{3j, {32jai+IXHbj+aibj) in P(R, D) wenn 
lXi = (IXH, 1X2i) in Di und {3j = ({3lj, {32j) in Dj ist. Und lXi{3j = (lXIi, 1X2i)({3lj, {32j) = 
= ( lXli{3lj, {32j IX2i) = (0, 0) in E 2(R+), {32jai=lXlibj=aibj=0 in R wegen i¥=j. 
Also ist P(R, D) = PI(RI, D I ) EB ... EB P m(Rm, Dm) die direkte Sum me der 
Pi(Ri , Di), w.z.b.w. 
2. Die endlichen p-Ringe mit additiver Gruppe vom Typus (p, p). 
Durch den Satz 1 ist das Problem der Einzigkeit des Holomorphs der 
endlichen Ringe auf das fur endliche p-Ringe zuruckgefuhrt. In diesem 
und dem nachsten Paragraph untersuchen wir einige Klassen von Ringen 
auf die Einzigkeit des Holomorphs hin. Urn die Klasse von endlichen 
p-Ringen mit additiver Gruppe vom Typus (p, p) zu untersuchen, be-
nutzen wir ein Lemma, das auch an sich einiges Interesse bietet. 
Lemma. Ein Ring R, der durch ein Element erzeugt wird, hat einen 
Holomorph. 
Beweis. Es sei R={a}, wo a das erzeugende Element von R ist. Urn 
die Einzigkeit des Holomorphs von R zu beweisen, nehmen wir zwei 
beliebige Doppelhomothetismen IX = (lXI, 1(2), {3 = ({3I, {32) von R. Wir setzen 
IXla = 1nan + ... + ha und {32a = kmam + ... + kla mit nattirlichen m, n und 
ganzen 1i' kj, l~i~n, l~j~m. Dann gilt IXI(P2a)=kmlXlam+ ... +kllXla= 
= (kmam-I+ ... +kl)lXla und {32(lXla) = 1nP2an+ ... +h{32a = (lnan-l+ ... + 
+ 11)P2a, also ist IXI({32a) = {32(lXla) wegen der Kommutativitat von R. 
Ebenso beweist man 1X2(pla) = {31(1X2a). Da (IXI{32 - {32IXI)an = 0 und (1X2{31-
-{311(2)an=0 fur n>l, ([6], Zusatz Satz 2), gilt allgemein IXIP2r={321XIr 
und 1X2{3lr={311X2r ftir jedes Element r E R. Also hat R einen Holomorph. 
Bemerkung. Insbesondere folgt aus dem Lemma, dasz jeder end-
liche p-Ring R, dessen additive Gruppe R+ eine endliche zyklische Gruppe 
ist, einen Holomorph hat. Das folgt auch schon aus V, weil der Endo-
morphismenring E(R+) von R+ bekanntlich isomorph mit Ij(m) ist, wo 
I der Ring der ganzen Zahlen und m = p6 die Ordnung von R+ ist. Also 
ist E(R+) kommutativ und hat R einen Holomorph (V). 
Satz 2. Jeder endliche p-Ring, dessen additive Gruppe R+=(al) EB 
EB (a2) die direkte Summe von zwei zyklischen Gruppen (al) und (a2) mit 
O(al)=O(a2)=p ist, hat einen Holomorph, falls R kein Zeroring ist. 
Beweis. Es sei Rein Ring, der den Bedingungen des Satzes genugt. 
Mit nR wird der Annullator von R bezeichnet d.h. die Gesamtheit der 
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Elemente a E R, ftir die aR=Ra= (0) ist. R2 ist das von allen Produkten 
von Elementen aus R erzeugte Ideal in R. Da O(R)=p2, ist die Ordnung 
des Ideals nR ebenso wie die Ordnung von R2 ein Teiler von p2, d.h. 1, P 
oder p2. 1st O(nR) = 1, d.h. nR= (0), so hat R einen Holomorph (IV). 1st 
O(nR)=p2, so ist nR=R, aber R ist kein Zeroring. 1st O(R2) = 1, so ist 
R2=(0), und wieder wfirde Rein Zeroring sein. 1st O(R2)=p2, d.h. R2=R, 
so hat R einen Holomorph (II). Also hat man nur die Ringe R mit 
O(nR) =O(R2) =p zu untersuchen. Wir unterscheiden zwei FaIle. Zuerst 
setzen wir nR n R2= (0) voraus. Es ist dann R=nR EEl R2 (direkte Summe). 
Dann ist ffir die Einzigkeit des Holomorphs von R notwendig und hin-
reichend, dasz nR nur einen Holomorph besitzt ([6], Satz 4). Da nR+ 
eine zyklische Gruppe der Ordnung p ist, hat nR und damit auch R einen 
Holomorph. Dann nehmen wir nR n R2#(0) an. Jetzt ist nR=R2. 1st R 
nullteilerfrei, so ist nR= (0), also dtirfen wir voraussetzen, dasz R Null-
teiler hat. Es sei a#O, b#O, ab=O in R. Dabei konnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dasz {a} # R und {b} # R, wo 
{a} bzw. {b} der von a bzw. b erzeugte Unterring von R ist. Aus R={a} 
oder R = {b} folgt nach dem Lemma, dasz R einen Holomorph hat. Wir 
beweisen nun, dasz ein Ring R mit nR=R2(#(0), #R), der nicht durch 
ein Element erzeugt wird, nicht moglich ist. Dabei unterscheiden wir 
wieder zwei FaIle. 
Zuerst setzen wir voraus, dasz man ffir alle Nullteiler a#O, b#O, ab=O 
in R hat: {a} n {b}# (0). Wegen (0) C {a} C R und (0) C {b} C R hat man 
{a}={b}. Dann folgt a E {b} und a2=0, da ab=O ist. Jetzt ist Ra=R 
unmoglich, weil dann (Ra)a=Ra=R=(O) ware. Ra=(O) bedeutet, dasz 
Rein Zeroring del' Ordnung p ist. Denn sei c ein beliebiges Element (# 0) 
aus R; dann ist ca=O. Wegen der Voraussetzung ist {c} n {a}#(O), also 
{c}={a}. Dann c E {a} und R={a} mit a2=0, also R2=(0), und R hat die 
Ordnung p. Man hat also nur noch (0) eRa C R zu untersuchen. Dann 
ist (Ra)+ eine zyklische Gruppe der Ordnung p, und man hat Ra= {ra} 
mit passendem Element r ER. Wegen ra·a=O gilt {ra} n {a} # (0), also 
Ra={a}. Aber Ra=R2=nR, also a EnR und Ra=(O). Das ist abel' nicht 
moglich. 
Jetzt existieren Nullteiler a#O, b#O in R del'art, dasz ab=O, {a} n 
n {b}=(O) ist. Man hat a2 E {a}, also a2 =ma und ebenso b2=nb mit 
nattirlichen m, n (O~m, n~p-l), da {a} und {b} beide die Ordnung p 
haben. 1st m#O, n#O, so ist a EnR, b EnR, also a2=b2=ab=ba=0, und 
wegen R = {a} EEl {b} ist Rein Zeroring, was ausgeschlossen ist. 1st m = 0, 
n # 0, so b E nR, also b2 = ° im Widerspruch mit n # 0. Ebenso kann m # 0, 
n = ° nicht vorkommen. Zum Schlusz hat man noch m = 0, n = ° zu be-
trachten. Dann ist a2 = b2 = ab = 0. Und ba = ka + 1b mit passenden k, 1 E I, 
wo I der Ring der ganzen Zahlen ist. Hieraus folgt 0= ba2 = ka2 + 1ba = 1ba, 
also mit 1#0 hat man ba=O, und R ist ein Zeroring. Mit 1=0 folgt 
ba=ka (k#O) und ka ER2=nR, also a EnR oder ba=O, und wieder ein 
Zeroring. Damit ist der Beweis geliefert. 
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Fur die Zeroringe haben SZELE-SZENDREI [4] gezeigt: ein Zeroring R 
hat dann und nur dann einen Holomorph wenn der Endomorphismenring 
E(R+) von R+ kommutativ ist. Nach ihren Ergebnissen hat eine Torsions-
gruppe T dann und nur dann einen kommutativen Endomorphismenring, 
wenn jede Untergruppe von T zyklisch ist. Fur endliche Gruppen G 
bedeutet das, dasz G dann und nur dann ein kommutatives E(G) hat, 
wenn G zyklisch ist. Es ist bekannt, dasz eine endliche Abelsche Gruppe G 
dann und nur dann zyklisch ist, wenn G die direkte Sum me einer endlichen 
Anzahl von zyklischen Gruppen mit Primzahlpotenzordnung ist, derart 
dasz die Primzahlen die zu den verschiedenen Summanden gehoren, 
verschieden sind (siehe z.B. Redei [2] Satz 217). Eine endliche p-Gruppe 
G, die direkte Sum me von zwei oder mehr zyklischen Gruppen ist, ist 
also nicht zyklisch und hat ein nicht-kommutatives E(G). Der Zeroring 
R, dessen additive Gruppe eine derartige Struktur hat, hat mehr als einen 
Holomorph. Es gilt: 
Satz 3. 1st die Gruppe G=(al) EEl (a2) die direkte Summe von zwei 
zyklischen Gruppen (al) und (a2) mit O(al) =O(a2) = p dann hat der 
Zeroring R mit Gals additive Gruppe p2 + P + 3 Holomorphe. 
Beweis. Es sei iX ein beliebiger Endomorphismus von G. Diejenigen 
Endomorphismen (3 E E(G), die mit iX vertauschbar sind, bilden einen 
Unterring S von E(G). Da O(E(G))=p4 ist, ist die Ordnung von S ein 
Teiler von p4. Man kann nun beweisen, dasz die Ordnung von S = p2 oder 
=p4 ist. 1st O(S)=p4, dann ist iX mit allen Endomorphismen von E(G) 
vertauschbar. Es gibt genau p Endomorphismen iX E E(G) mit dieser 
Eigenschaft. Diese p Endomorphismen bilden den N ormalisator N von 
E( G). N besteht aus den Endomorphismen iX E E( G), fur die iXal = tal und 
iXa2=ta2 ist mit O-;o;;t-;o;;p-l. Die p4_p Endomorphismen aus E(G), die 
nicht zu N gehoren, bilden eine Menge, die wir M nennen. Jeder Endo-
morphismus aus Mist mit p2 Endomorphismen aus E(G) vertauschbar. 
Es sei iX ein beliebiger festgewahlter Endomorphismus aus M. Diejenigen 
Endomorphismen aus M, die mit iX vertauschbar sind, nennen wir 
iXl, iX2, ... , iXp2-p. Unter ihnen kommt naturlich auch iX vor; es ist z.B. 
iX=iXl. Mankannzeigen,dasz iXiiXk= iXkiXdurjede Wahl von i, k E 1, ... ,p2_p. 
Also bilden diese Endomorphismen iXi (i = 1, ... , p2 - p) aus M zusammen 
mit den p Endomorphismen aus N eine Klasse K von paarweise ver-
tauschbaren Endomorphismen aus E(G). Es ist klar, dasz K eine maximale 
Menge von paarweise vertauschbaren Endomorphismen bildet. Auf diese 
Weise kann man (p4_p): (p2_p)=p2+p+l verschiedene Klassen von 
paarweise vertauschbaren Endomorphismen bilden. Jede Klasse besteht 
aus p2 Elementen, und fur zwei verschiedene Klassen KI und K2 hat man 
Kl n K2=N. Fiir denZeroring R mitR+=GisteinDoppelendomorphismus 
I' = (1'1, 1'2) von R+ dann und nur dann ein Doppelhomothetismus von R, 
wenn Y2(Ylr) =Yl(Y2r) fur aIle r E R gilt, da die Bedingungen (1), (2), (3) 
trivialerweise erfiillt sind. Ein Doppelhomothetismus von R besteht also 
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aus zwei vertauschbaren Endomorphismen von R+ = G. Wir betrachten 
nun die Menge aller Paare (iXI, iX2), WO iXl und iX2 zu derse1ben Klasse K 
von E(G) geharen. Diese Paare (iXI, iX2) bilden eine maximale Menge von 
p4 befreundeten Doppelhomothetismen von R. Nach REDEl [2] ist jede 
maximale Menge von befreundeten Doppelhomothetismen ein Ring. Also 
haben wir jetzt p2 + P + 1 maximale Ringe Di befreundeter Doppelhomo-
thetismen von R gefunden. 
Es ist klar dasz die Doppelhomothetismen iX = (iXI, iX2) und P = (PI, (2) 
von R befreundet sind, wenn iXI, PI EO N. Wenn also in iX= (iXI, iX2) der 
Endomorphismus iXl die Menge N und iX2 den ganzen Ring E(G) durch-
lauft, bilden die Doppelhomothetismen iX eine Menge PI von p5 paarweise 
befreundeten Doppelhomothetismen von R. PI ist eine maximale Menge 
und deswegen auch ein maximaler Ring befreundeter Doppelhomothetismen 
von R. Man kann auch die Menge P 2 alIer Paare (YI, Y2) betrachten mit 
YI EO E(G), Y2 EO N. P 2 ist ebenso wie PI ein maximaler Ring von p5 be-
freundeten Doppelhomothetismen von R. Insgesamt haben wir nun 
p2 + P + 3 maximale Ringe befreundeter Doppelhomothetismen von R 
gefunden. Wir beweisen, dasz es weiter keine derartige Ringe gibt. Es 
sei Q eine beliebige maximale Menge befreundeter Doppelhomothetismen 
von R. Gilt fur alIe Paare (iXI, iX2) EO Q, dasz iXl EO N, so ist Q C PI, also 
Q=PI. Hat man flir alIe Paare (iXl, iX2) EO Q, dasz iX2 EO N, so ist Q C P 2, 
also Q = P2. Es sei nun (PI, (2) EO Q derart, dasz PI tt N, also PI EO M. Gesetzt, 
PI gehare zur Klasse K. Fur jedes Element (YI, Y2) EO Q hat man dann 
Y2 EO K, und damit gehart auch YI zu K. Hieraus folgt dasz jedes Element 
von Q aus zwei Endomorphismen aus K besteht. Dann ist Q C Di fur 
irgendwelche Di und Q=Di, da Q maximal ist. Der Zeroring R hat also 
p2+p+3 Holomorphe w.z.b.w. 
3. Die end1ichen p-Ringe mit additiver Gruppe vom Typus (p, p2). 
1m § 3 untersuchen wir die Ringe R, deren additive Gruppen R+ die 
direkte Summe von zwei zyklischen Gruppen der Ordnungen p und p2 
sind, auf die Einzigkeit des Holomorphs hin. 
Es sei Rein endlicher p-Ring, dessen additive Gruppe R+= (al) EB (a2) 
die direkte Summe von zwei zyklischen Gruppen (al) und (a2) ist mit 
O(al)=p und O(a2)=p2. Fur die Multiplikation in R gilt 
(5) al2=mlal +ha2, ala2=m2al +12a2, a2al=m3al +13a2, a22=m4al +14a2, 
mit naturlichen mi, 1i, 0~mi~p-1, 0~li~p2-1, i= 1, 2, 3, 4. 
Aus p(ala2)=p(a2al)=p(aI2)=0 folgt h = O(p), 12 - O(p) und 13 O(p). 
1st m4 i= 0, dann al EO {a2}, wo {a2} der durch a2 erzeugte Unterring von 
R ist. Da auch a2 EO {a2}, ist R = {a2}, und R hat einen Holomorph gemasz 
dem Lemma. Deswegen nehmen wir weiter m4 = 0 an. Es sei 14 =I=- O(p). 
Aus a22=14a2 folgt a2 EO R2. Also ha2, 12a2, 13a2 EO R2 und wegen (5) auch 
mlal, m2al, m3al EO R2. Wenn wenigstens eine der Zahlen ml, m2, m3 i= 0 ist, 
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so ist al E R2. Hieraus folgt R2 = R, und dann hat R einen Holomorph (II). 
Darum setzen wir nun voraus, dasz in (5) ml = m2 = ma = m4 = 0 ist. Dieses 
hat zur Folge, dasz (al + a2)2 = (h + 12 + 1a + 14)a2 ist. Aus h + 12 + 1a = O(p) 
und 14 ¢= O(p) bekommt man h + 12 + 1a + 14 ¢= O(p). Also gibt es dann eine 
Zahl x derart, dasz x(h +12+1a+14) = 1(p2), und a2=x(al +a2)2. Wegen 
a2 E {al+a2} gehOrt auch al=al+a2-a2 zu {al+a2}, und R={al+a2}. 
Nach dem Lemma hat R dann einen Holomorph. Wir nehmen nun 14 = O(p) 
an. 1st h = kIP, 12 = k2P, 1a = kaP und 14 = k4p, so gehen die Formeln (5) fUr 
die Multiplikation in R uber in: 
(6) a12=mlal +klpa2, ala2 =m2al +k2pa2, a2al =maal +kapa2' a22=k4pa2, 
mit naturlichen mi, ki' O;;;:;mi, ki ;;;:;p-1, i= 1, 2, 3, 4. 
Aus a2(a2al)=a22al=0 folgt ma = O(p) und aus (ala2)a2 = ala22 = 0 folgt 
m2 = O(p). Es sei ml ¢= O(p). Dann folgt aus aI2a2=al(ala2)=0 bzw. 
a2al2 = (a2al)al = 0, dasz k2 = O(p) bzw. ka = O(p) ist. Also hatfurml ¢= O(p) 
die Multiplikation (6) in R die Gestalt: 
(7) 
Wir beweisen nun, dasz ein Ring R mit der additiven Gruppe R+ = 
= (al) EB (a2) und der Multiplikation (7) einen Holomorph hat. Es seien 
(eXl, eX2) und ({h, (32) zwei beliebige Doppelhomothetismen von R. Aus 
eXl(a2al)=(eXla2)al=0 folgt eXla2=Yla2, YI naturliche Zahl; aus eX2(ala2)= 
=al(eX2a2)=0 folgt eX2a2=Y2a2, Y2 naturliche Zahl. Ebenso ist {3la2=hla2, 
{32a2 = h2a2 mit naturlichen Zahlen hI, h2. Damit ist ({32eXl - eXI(32)a2 = 
= (eX2{3l - (3leX2)a2 = o. Wir unterscheiden nun zwei FaIle. Zuerst setzen wir 
k4 ¢= O(p). Dann ist pa2 E R2, also klpa2 E R2 und mlal und auch al E R2. 
Dann ({32eXl - eXI(32)al = (eX2{31 - {3leX2)al = 0 ([6], Zusatz zu Satz 2). Fur jedes 
Element r E R hat man nun, dasz ({32eXl - eXI(32)r = (eX2{31 - (3leX2)r = 0, und R 
hat einen Holomorph. Darauf setzen wir k4 = O(p). 
Dann wird die additive Gruppe (R2)+ von R2 erzeugt durch das Element 
mlal +klpa2 und R2 hat die Ordnung p. Wegen ala2=a2al=a22=0 ist 
a2 E nR und hieraus folgt dasz nR+= (a2). Also nR ('\ R2= (0) und R=nREBR2 
(direkte Summe). Dann ist fur die Einzigkeit des Holomorphs von R 
notwendig und hinreichend, dasz nR nur einen Holomorph besitzt, also 
der Endomorphismenring E(nR+) kommutativ ist. Da nR+ eine zyklische 
Gruppe der Ordnung p2 ist, ist E(nR+) kommutativ, und R hat auch in 
diesem Fall einen Holomorph. Wir haben noch die Ringe R mit ml = O(p) 
zu untersuchen. Fur die Multiplikation in R haben wir nun die Formeln: 
(8) 
Zuerst beweisen wir, dasz ein solcher Ring R mit kl =J- 0 einen Holomorph 
hat. Es sei kl =J- 0, und wir nehmen zwei beliebige Doppelhomothetismen 
(eXl' eX2) und ({3I, (32) von R. Dabei sei eXlal=rlal +tlpa2, eXla2=r2al +t2a2, 
eX2al = Ulal + Vlpa2, eX2a2 = U2al + V2a2 mit 0;;;:; rl, tl, r2, UI, VI, U2;;;:;P - 1, 0;;;:; 
;;;:; t2, V2 ;;;:;p2 -1; und ahnliche Formeln fur {3lal, {3la2, {32al und {32a2. Aus 
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iXl(a12) = (iXlal)al folgt rl - t2(P); aus iXl(a2al) = (iXla2)al folgt r2 = 0; aus 
iX2(a12)=al(iX2al) folgt Ul-V2(P); aus iX2(ala2)=al(iX2a2) folgt U2=0; aus 
(iX2al)al =al(iXlal) folgt Ul =rl. Also iXlal = rIal +tlpa2, iXla2 = (rl +glp)a2, 
iX2al = rIal +Vlpa2, iX2a2=(rl+g2P)a2 mit 0~rl,fI,gl,vl,g2~P-l; und 
ahnliche Formeln flir {hal, {ha2, (32al und (32a2. Man kann nun leicht 
nachrechnen, dasz (iXl(32 - (32iXl)al = (iXl(32 - (32iXl)a2 = ° und ((3liX2 - iX2(3l)al = 
= ((3liX2 - iX2(3l)a2 = ° ist. Deswegen ist (iXl(32 - (32iXl)r = ((3liX2 - iX2(3l)r = ° flir 
jedes Element rEO R. R hat einen Holomorph. 
Zweitens beweisen wir, dasz ein Ring R mit der Multiplikation (8) und 
kl = 0, k2 i= 0, k3 i= ° einen Holomorph hat. Die Doppelhomothetismen 
(iXl' iX2) und ((31, (32) von R seien definiert wie im vorhergehenden Fall. 
Aus iX2(a22)=a2(iX2a2) folgt U2=0; aus iX2(a2al)=a2(iX2al) folgt Ul = V2(P); 
aus (iX2a2)al=a2(iXlal) folgt rl = V2(P), also Ul = rl(p) und Ul=rl; aus 
iXl(ala2) = (iXlal)a2 folgt rl = t2(P); aus iXl(a22) = (iXla2)a2 folgt r2 = 0, und 
flir ((31, (32) hat man ahnliche Formeln. Damit ist dieser Fall zurlickgeflihrt 
zum Fall kl i= 0. R hat also einen Holomorph. 
Jetzt bleiben noch die Ringe R mit R+= (al) EB (a2) und mit der Multi-
plikation (8) ubrig, wobei kl=O und wenigstens eine der Zahlen k2, k3i=0 
ist. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem 
Satz 4. Es sei Rein endlicher p-Ring, dessen additive Gruppe 
R+= (al) EB (a2) die direkte Summe von zwei zyklischen Gruppen (al) und 
(a2) ist mit O( al) = p und O( a2) = p2. R hat dann und nur dann mehr als 
einen Holomorph, wenn die Multiplikation in R in einer der folgenden 
Weisen definiert ist: 
1. a12 = 0, ala2 = k2pa2, a2al = 0, a22 = lc4pa2, mit natlirlichen k2' k4, 
1 ~lc2~p-l, 0~k4~P-1. 
2. a12=0, ala2=0, a2al=k3pa2, a22= lc4'pa2, mit natlirlichen k3, k4', 
1 ~k3~p-l, 0~k4'~P-1. 
3. a12 = 0, ala2 = 0, a2al = 0, a22 = k4"pa2' mit natlirlichem k4", 
0~lc4"~p_1. 
Jeder der p(p-l) Ringe von 1. hat 2 Holomorphe; jeder der p(p-l) 
Ringe von 2. hat 2 Holomorphe; jeder der p Ringe von 3. hat p2+ p +3 
Holomorphe. 
Beweis. Wenn Rein endlicher p-Ring ist mit R+=(al) EB (a2), flir 
den O(al)=p und O(a2)=p2 ist, so hat R einen Holomorph, falls R nicht 
einer der im Satz unter 1., 2. und 3. genannten Ringe ist, wie wir oben 
gesehen haben. Also ist die Behauptung "nur dann" klar. Bevor wir die 
Anzahl der Holomorphe der Ringe unter 1., 2. und 3. bestimmen, sei erst 
folgendes bemerkt. Flir die Ringe unter 1. hat man: bei festem lc2 sind, 
wenn lc4 die Zahlen Obis p - I durchlauft, die so entstehenden Ringe 
von 1. isomorph. Dafiir braucht man nur zu zeigen, dasz ein beliebig 
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gewahlter Ring Rl aus 1. mit a12 =0, ala2=k2pa2, a2al=0, a22=k4pa2, 
k4 + ° isomorph ist mit dem Ring Ro aus 1. mit der Multiplikation a12 = 0, 
ala2 = k2pa2, a2al=0, a22=0. Wegen (k2,p)=1 existiert eine mod p ein-
deutig bestimmte Zahl u derart dasz uk2 - l(p). Die Abbildung al -+ aI, 
a2 -+ - k2ual + a2 liefert dann eine Isomorphie von Ro auf R l . Da eine 
Klasse von isomorphen Ringen unter 1. aus p Ringen besteht, hat man 
in 1. nur p - 1 wesentlich verschiedene Ringe. Ebenso sind fur die Ringe 
von 2. die p Ringe von 2. mit demselben k3 und verschiedenen k4' isomorph. 
Auch in 2. gibt es also nur p -1 wesentlich verschiedene Ringe. Zur 
Untersuchung der Ringe von 1. bzw. 2. genugt es darum, die Ringe mit 
k4 = ° bzw. k4' = ° zu betrachten. 
Zuerst untersuchen wir die Ringe R unter 1. Es sei Ro der Ring von 1. 
mit der Multiplikation a12 = 0, ala2 = k2pa2, a2al = 0, a22 = 0, wo k2 eine 
beliebige, aber festgewahlte Zahl mit 1 ~ k2 ~p - 1 ist. Aus den Bedingungen 
(1)-(4) folgt, dasz jeder Doppelhomothetismus (iXl' iX2) von Ro die Form 
(9) iXlal = rIal +trpa2, iXla2 = (rl +glp)a2, iX2al = rIal +Vlpa2, iX2a2 = V2a2 
hat, wobei die naturlichen Zahlen rI, tl, gl, VI, V2 den Bedingungen O~ 
~rl, tr, gl, vl~p-l, 0~v2~p2-1 genugen. Nun betrachten wir die 
Menge M derjenigen Doppelhomothetismen von Ro, fur die tl = ° in (9) 
ist. Man kann beweisen dasz die samtlichen p5 Doppelhomothetismen 
aus M paarweise befreundet sind. Ein Doppelhomothetismus von Ro, der 
nicht zu M gehort, ist nicht mit allen p5 Doppelhomothetismen aus M 
befreundet. Die p5 Doppelhomothetismen von M bilden also einen maxi-
malen Ring Dl befreundeter Doppelhomothetismen von Ro. 
Darauf betrachten wir die Doppelhomothetismen von Ro, fur die in (9) 
tl + ° ist. Fur diese Doppelhomothetismen gilt, dasz V2 - rl O(p) ist, d.h. 
ein Doppelhomothetismus dieser Art hat die Form ix= (iXl' iX2) mit 
(10) iXlal = rlal+trpa2, iXla2 = (rl+glp)a2, iX2al =rlal+Vlpa2, iX2a2 = (rl+g2P)a2 
und O~rl, tl, gl, g2, vl~p-l, tl+O. Man kann beweisen, dasz die Doppel-
homothetismen der Form (1 0) eine Menge P von (p - 1 )p4 paarweise be-
freundeten Doppelhomothetismen von Ro bilden. Ein Doppelhomothe-
tismus ix = (iXl' iX2) aus Mist dann und nur dann mit allen Doppelhomo-
thetismen von P befreundet, wenn in der fur ix geltenden Form (9) auszer 
tl=O auch V2-rl - O(p) ist. Die Doppelhomothetismen aus M, fur die 
V2-rl - O(p) ist, bilden eine echte Teilmenge N von M. Die Menge N 
besteht aus p4 Doppelhomothetismen von Ro. Jeder Doppelhomothetismus 
von N ist mit allen Doppelhomothetismen von P befreundet. Da die 
Doppelhomothetismen von N untereinander auch paarweise befreundet 
sind (N eM), entsteht eine maximale Menge N +P von (p_l)p4+p4=p5 
paarweise befreundeten Doppelhomothetismen von Ro. Damit haben wir 
einen zweiten Ring D2 befreundeter Doppelhomothetismen von Ro ge-
funden, der aus p5 Elementen besteht und maximal in bezug auf die 
Eigenschaft der paarweisen Befreundung ist. 
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Wir beweisen nun, dasz es weiter keine Ringe solchcr Art gibt. Gesetzt, 
Q sei eine maximale Menge von paarweise befreundeten Doppelhomo-
thetismen von Ro. Hat man fUr aIle Doppelhomothetismen iX= (iXI' iX2) 
von Q, dasz it=O in (9), so ist Q C D I , also Q=DI . Gibt es in Q einen 
Doppelhomothetismus iX=(iXI, iX2) fur den h+O ist, d.h. iX=(iXI, iX2) hat 
die Form (10), so gehort iX zu P. Fur einen beliebigen Doppelhomothetismus 
(3=(fh, (32) aus Q, del' zu M gehOrt, folgt nun, dasz (3 EN. Also Q eN +P, 
und Q=N +P wegen der Maximaleigenschaft von Q, d.h. Q=D2 • Der 
Ring Ro und somit jeder Ring von I. hat also 2 Holomorphe. 
Jetzt untersuchen wir die Ringe R unter 2. Es sei Ro' der Ring von 2. 
mit der Multiplikation aI2=0, ala2=0, a2al = k3pa2, a22=0, wo k3 eine 
beliebige, aber festgewiihlte Zahl mit I ~ k3 ~p - list. Aus den Be-
dingungen (1)-(4) folgt, dasz jeder Doppelhomothetismus (iXI, iX2) von Ro' 
die Form 
(II) iXlal = rIal + tlpa2, iXla2 = t2a2, iX2al = rIal + Vlpa2, iX2a2 = (rl + g2P )a2 
hat, mit O~rl, it, VI, g2~p-I, 0~t2~p2_1. Genau analog dem vorher-
gehenden Fall beweist man die Existenz eines maximalen Ringes DI' 
befreundcter Doppelhomothetismen von Ro', der aus p5 Doppelhomo-
thetismen der Form (II) besteht, fur die VI = 0. Fur einen Doppelhomo-
thetismus (iXI, iX2) der Form (II), in dem VI+O ist, solI t2-rl == O(p) sein. 
Die Doppelhomothetismen von Ro' mit VI + ° zusammen mit einer echten 
Teilmenge von DI' bilden einen zweiten maximalen Ring D2' von p5 
paarweise befreundeten Doppelhomothetismen von Ro'. Da es keine 
weitere Ringe dieser Art gibt, hat auch Ro' 2 Holomorphe. Damit hat 
jeder Ring von 2. auch 2 Holomorphe. 
Zum Schlusz haben wir noch die Ringe unter 3. zu untersuchen. Es 
sei Ro" der Ring von 3. mit der Multiplikation al2 = 0, ala2 = 0, a2al = 0, 
a22 = k4"pa2, wo k4" eine beliebige, aber festgewiihlte Zahl mit ° ~ k4" ~p - I 
ist. Jeder Doppelhomothetismus iX= (iXI, iX2) von Ro" besteht aus zwei 
vertauschbaren Endomorphismen von Ro"+. Da die additive Struktur fur 
jeden der Ringe von 3. dieselbe ist, hat jeder Ring von 3. dieselbe Anzahl 
von Holomorphen, d.h. die Anzahl der Holomorphe stimmt mit der Anzahl 
der Holomorphe des Zeroringes uberein, der auch unter 3. vorkommt. 
Da der Zeroring von 3. sich ganz analog behandeln liiszt wie der Zeroring 
im Satz 3, fassen wir die Ergebnisse kurz zusammen. Es sei R del' Zeroring 
von 3. mit del' additiven Gruppe R+=G. Die Ordnung von E(G) ist p5. 
Diejenigen Endomorphismen aus E(G), die mit einem festen Endomor-
phismus von G vertauschbar sind, bilden einen Unterring S von E(G) der 
Ordnung p3 oder p5. Es gibt p2 Endomorphismen von E(G), die mit allen 
Endomorphismen vertauschbar sind; diese bilden den Normalisator N 
von E(G). Die p5_p2 Endomorphismen aus E(G), die nicht zu N gehOren, 
bilden die Menge M. Jeder Endomorphismus aus Mist mit p3 Endo-
morphismen aus E(G) vertauschbar. In M gibt es p3 - p2 Endomorphismen, 
die mit einem festgewiihlten Endomorphismus von M vertauschbar sind. 
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Diese p3_ p2 Endomorphismen sind auch paarweise vertauschbar. Diesel 
p3 _ p2 Endomorphismen aus M zusammen mit den p2 Endomorphismen 
aus N bilden eine maximale Menge von paarweise vertauschbaren Endo-
morphismen von E(G). Auf diese Weise kann man (p5_p2):(p3_p2)~ 
= p2 + P + 1 verschiedene Klassen von paarweise vertauschbaren Endo-
morphism en bilden. Jeder Klasse entspricht ein maximaler Ring D von 
befreundeten Doppelhomothetismen von R. Also haben wir p2 + p + 1 
Holomorphe von R gefunden. Zu denen gibt es dann noch die Menge PI 
aller Paare (lXI, 1X2) mit 1X1 EN, 1X2 E E(G), und die Menge P2 aller Paare 
(fh, (32) mit (3l E E(G), {32 EN. Auch PI und P2 sind maximale Ringe be-
freundeter Doppelhomothetismen von R. Insgesamt hat der Zeroring R 
mit R+=G also p2+ p +3 Holomorphe. Damit ist Satz 4 bewiesen. 
Man kann die Ergebnisse dieses Paragraphen noch etwas verallge-
meinern. Es sei G= (al) EB (a2) die direkte Sum me von zwei zyklischen 
Gruppen (al) und (a2) mit O(al)=p, O(a2)=pn, n;;:;3. Ganz analog dem 
Fall n = 2 kann man nun zeigen, dasz unter den Ringen R mit R+ = G nur 
die Ringe mit der Multiplikation a12 =O, ala2 = k2pn-la2, a2al = k3pn-la2, 
a22 = k4pa2, O~k2' k3~p-1, O~k4~pn-l_1, mehr als einen Holomorph 
haben konnen. Damit ein solcher Ring mehr als ein Holomorph habe, ist 
notwendig, dasz wenigstens eine der Zahlen k2, k3 = 0 ist. Es gibt, auszer 
dem Zeroring R mit R+=G, tatsachlich einen Ring R' mit R'+=G der 
mehr als einem Holomorph hat, wie im folgenden Beispiel gezeigt wird. 
Die Multiplikation in R' ist durch aI2=ala2=a2al=O, a22=pn-la2 definiert. 
Man definiere die Endomorphismen 1X1 und 1X2 von G durch: IXlal = aI, 
IXla2 = al + a2, 1X2al = al + pn-la2, 1X2a2 = a2. Es ist leicht, zu prufen, dasz 
die Doppelendomorphismen (lXI, IXI) und (1X2, 1X2) von R'+=G Doppel-
homothetismen von R sind. Da 1X1(1X2a2)=lXla2=al+a2 und 1X2(lXla2)= 
= 1X2(al + a2) = al + (1 + pn-l )a2 ist, hat man IXIIX2 oft 1X21X1. N ach Satz 1 in [6] 
ist 1X11X2 = 1X2IXI fur die Einzigkeit des Holomorphs von R' notwendig. Der 
Ring R' hat also mehr als einen Holomorph. 
Zum Schlusz sei G' = (al) EB (a2) die direkte Summe von zwei zyklischen 
Gruppen (al) und (a2) mit O(al)=pn, O(a2)=pm und 1 <n~m. Wir konnen 
auch in diesem Fall einen nicht-Zeroring konstruieren, der G' als additive 
Gruppe und mehr als einen Holomorph hat. Es sei R" der Ring mit 
R"+=G' und mit der Multiplikation a12=ala2=a2al=O, a22=pn-Ial. Jetzt 
definieren wir die Endomorphismen IX und {3 von G' durch: lXal = aI, 
lXa2 = al + a2, {3al = - (p - 1 )al' {3a2 = al + a2. Die Doppelendomorphismen 
(IX, IX) und ({3, (3) von R"+=G sind Doppelhomothetismen von R:', da die 
Bedingungen (1)-(4) erfiillt sind. Wegen 1X({3a2) = lX(al +a2) = 2al +a2 und 
(3(lXa2) =(3(al+a2) = (2-p)al+a2 ist lX{3oft{3lX. Nach Satz 1 [6] hat R" mehr 
als einen Holomorph. 
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